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O CONJUNTO DE VALORES DO MODULO DE DIFERENCIAIS E O
NUMERO DE TJURINA

Solon Gomes de Sousa’
Valmecir Antonio dos Santos Bayer?

Apresentamos estudos sobre o conjunto de valores de diferenciais que &
um invari- ante analitico para singularidades de curvas planas reduzidas. Este
invariante &€ mais fino que o ndmero de Tjurina, uma vez que & possivel
encontrar singularidades de curva diferentes com 0s mesmos numeros de
Tjurina, mas com conjuntos distintos de valores de diferenciais. Além disso, pelo
menos no caso de dois ramos, damos uma maneira de obter o nimero Tjurina
a partir do conjunto de valores de diferenciais, os nimeros Tjurina dos ramos
componentes e o numero de intersecao dos dois ramos.

O invariante que permitiu um entendimento completo da classificagao
topoldgica foi o semi- grupo de valores. Nele estao codificados os invariantes
topolbgicos relevantes, como por exemplo, o ndmero de Milnor.

No contexto da classificagao analitica & bem provavel que o conjunto de
valores de diferenciais vai desempenhar este papel, a saber, vai codificar, a
partir do semigrupo de valores, os invarintes analiticos relevantes da
singularidade. Neste sentido, nosso objetivo & estudar o conjunto de valores
de diferenciais de Kahler e o nimero de Tjurina. Em um trabalho nao
publicado em peridodicos especializados, no entanto comunicado em algumas
reunides cientificas, V. Bayer, A. Hefez e M. E. Hernandez ( [BHH)]) fazem
um estudo sistematico do conjunto de valores de diferenciais de Kahler para
0 caso de singularidades com varios ramos. Além disso obtém, no caso de

dois ramos, uma férmula fechada para o numero de Tjurina da singularidade

1.1 Contendo

Seja f = fi-f2- - fa € C[[X, Y]]~ {0}, onde cada f; € C[[X, Y]] é irredutivel, com f; e f; ndo
associados para todo i # j. Cada (f;) é chamado ramo de (f). O Semigrupo S = S(f) associado
a(f)éoconjunto S = 8(f) = {(a..... aq) € N I(fi,h) = o4, e k€ C[[X,Y]], i =1,...,d}.
Podemos reescrever o semigrupo associado a ( f) da seguinte forma S(f) = {v(h); h € C[[X. Y]]~

d

U (fi)}, onde para cada h € C[[X,Y]], I(f;,h) = vi(h), paratodoi=1,..., d. Denotaremos
=1

vih) = (v (h),...,vqlh)).

Dois importantes invariantes de um germe de curva plana algebroide sdo o nimero p de
Milnor e o niimero 7 de Tjurina, definidos respectivamente por
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= dime fracC[[X, Y]|(fx, fr) e 7= damq;ég—}% = d?'.m.gj%—).

E bem conhecido que para cada um dos ramos (f;), os invariantes g;, 7; e A; satisfazem

a relacao (veja por exemplo [el]) p; — 7; = #(A; N\ T;). Por outro lado, o niimero de Milnor
d
it de (f) se relaciona com os mimeros de Milnor y; de cada um dos ramos por p = Y y; +
t=1
d

2 Y, I(fi, f;). Assim, podemos qustionar, como (1) Como o niimero 7 de Tjurina do germe
1<i<j<d

(f), se relaciona com os ntmeros 7; de Tjurina de cada um dos ramos? (2) Sera que podemos

expressar a diferenga j1—7 em termos dos invariantes I' e A para um germe reduzido ? Para uma

curva ( f), observando particularmente estudos de Pirkhan, Berger e Garcia (pg 26), combinando

tais resultados, temos que:

Yl Y 6 =
T

i=1 1<i<j<d

beonjunto I do anel total de fracoes ()(R) de um anel R é um ideal facio
é um R-modulo de Q(R) tal que aI C R para algum a € R~ {0}. Obser

ue J(f), C, O, &, @O @ @(9 sao ideais fraciondrios de 0. Por
=1 % i=1

lelamente, temos o concelto de ideal relativo de um semigrupo (tal conceito po

» na pagina 3609 de [FAF1] para dois ramos e pdgina 219 de [3AF2] para

m subconjunto S C N é um ideal relativo de I, se S+ C S e existe v €

S CT. Observe que se A é um ideal fraciondrio de O, entao S = v(4) = {v(a

sor de zero em A} é um ideal relativo de T

d d d-1 \
m‘{,-.L\_‘rrﬁ A PN TR T el N FEE BN
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Dado um ideal relativo S = v(A) de I' , as propriedades: Propriedade 1: Sejam o =
(a1,...,aq), B=(P,...,04); €S, entdo (min(ay, B1),...,min(ag, B;)) € S; Propriedade 2:
Sejam a = (ay,...,0q), B=(P1,....P04) € S. Seexiste a; = f paraalgum k=1,....d,
entdo existe (yi,...,74) € S com 7 > ap = § e 7; > min(ay, B;) , com a igualdade
ocorrendo se «; # f; e j # k. Sao generalizacoes das propriedades (a) e (b) apresentadas por
Garcia (em [(]).

Introduzimos agora a nocao de fibras de um elemento a € S com respeito a um subcon-

junto J = {i1,...,im} CI;=1{1,...,d} (Estudado primeiramente por Garcia ( [(i]) para dois
ramos e generalizado por Delgado em ( [D1])).
Dados a = (ay,...,aq) €N? e J C Iy, definimos:

Fi(e):=Fy,, inla) = {BeN,Bi=ai;Vie J e f > a;,Vj ¢ J}

Fi(@) = Fy.iy(@) = Fi(a) S
F(a) == F(a)N S.

Seja J = {i1,...,im} C Iz, se considerarmos a projecao

Prp: Nd — N#J
((11?...7(15‘;) — (f}'ﬂ,..w(,}:l‘m)

entao dado um conjunto R C N% denotaremos R; = Pr;(R), a projecao natural correspon-
dente ao conjunto de indices J.

Seja M € §. Dizemos que M é um ponto Maximal se F(M) = @. Se M é maximal e
Fy(M) =@ paratodo J C I, entdo dizemos que M é um ponto Maximal Absoluto. Se M
¢ um ponto maximal e Fj(M) # @ para todo J C I; com #J > 2, entao dizemos que M é
um ponto Maximal Relativo.

O lema abaixo nos fornece outra caracterizacao dos pontos maximais relativos:
Lema 1.1 Seja S € N? um ideal relativo e a € N com as sequintes propriedades: (i) existe

1€{L,...,d} com Fiy(a) = @; (ii) F; (@) # @ para todo j € {L,...,d} \{i}. Entdoa € um
ponto mazimal relativo de S.

Teorema 1.2 Sejam MR o conjunto de todos os pontos mazimais relativos de § e ;w € N

tal que Prj(w) € Sy para todo J C Iy com #J =d—1. Entaso w € S se, e somente se,
w ¢ F(m), qualquer que seja m € MR.
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A proposigao seguinte para o caso de ideais relativos, é ponto central para o que necessitamos
(veja Delgado (Proposicio 1.11 em [[D2]) cujo cerne é o uso das propriedades (A) e (B), enfocados
pelo proprio Delgado (em [1)2]), mas no contexto apenas dos semigrupos de valores, e apresentada
por Barucei (em [BAF2] Lema 2.13) e por D'Anna (em [DA] Coroldrio 2.6)). A demonstragéo
da proposicao abaixo é uma adaptacao da demonstracao apresentada por Garcia ( [(] pagina
35).

Proposigao 1.3 Sejam o, ¢ = (0,...,1,0,...,0) € N%, A um ideal fraciondrio de O e,
Ala) ={a € O,v(a) > a} que também € um ideal fraciondrio de O. Temos

z( Afa) )<_:1

A(tl+ff-a}

valendo a igualdade se, e somente se, A(a) = Ao+ ¢;), ou equivalentemente,

F')={Bevd); Bi=aie B2 0; j#i} #2.

L

Proposicao 1.4 Sejam A C B dois ideais fraciondrios de O, entao i(%) = I(F‘%}) -
A

Proposigao 1.5 Com as notagoes acima. temos | (;h%éz) =#M.
Como consequéncia temos

Teorema 1.6 Seju (f) wm germe de curva plana dada por f = f1-fo com f1 e fy irre-
dutiveis e fi, fo ndo associdos. T o semigrupo de valores do germe (f) , A o conjunto de valores
de diferenciais, os conjuntos invariantes anteriormente definidos, mp = #Mp, ma = #My
onde My e My sio os conjuntos de pontos mazimais de T' e A respectivamente, entdo,

(a) 1 (2892) = My = I(f1, f2);

2 522
(g2 ) = My;

2]
e

(c) T=1+ T2+ mp+ ma.

(d) p—7 = (a1 — 1) + (g — 1) + (mp —my) — 1.

Palavras-chave: Tjurina; Milnor. Ordens de Diferenciais.
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